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»’Funksiyanin noqtads limiti. Funksiyanin qiymatlar cadvalina va grafikina
gora limitin taxmin edilmasi’’mévzusunun tadris metodikasimin taskili plani:

Mazmun standartr:

1.2.2. Funksiyanin limiti anlayisini, limitin xassalarini vo gorkamli limitlori ils bilir, onlarin
komayi funksiyalarin limitlorini hesablayir.

Darsin magsadi:

Limiti {i¢ tisulla (bunlardan ilk ikisi emprik tisula daha yaxin oldugu ti¢iin ayanidir vo
ohomiyyatlidir) grafiklo, codvalls vo analitik {isulla miioyanetmos qaydalari verilmigdir. Toloba
grafiko gora limiti vizual olaraq toxmin edir, giymatlor codvalinds iss verilon giymats ham
soldan, ham do sagdan yaxinlagsmalar1 hesablamagla limitin qiymatini tapmis olur (varsa).
Bununla talobaya sonraki “Limitin varligi” darsini daha asan qavramaq ti¢iin daha miinbit sorait
yaradilmis olur. Limitin xassalori, gorkomli limitlor iso limiti analitik iisulla tapmaga imkan
verir. Funksiyanin kasilmazliyinin miiayyan edilmasi xeyli miirokkob mévzu oldugundan uygun
anlayislar addim-addim, méhkomlondirilorak, mévzunu tofsilath shats edon ¢ox sayda
tapsiriglarla verilmisdir. Triqgonometrik funksiyalarin daxil oldugu xiisusi limitlor sonraki1
dorslards yer almigdir. Sonsuz limitlar vo sonsuzlugda limit anlayislari yeni yanagma ila ¢oxlu
sayda totbiqi tapsiriglarla verilmisdir. ©dadi ardicilligin limiti, monoton vo mahdud ardicilligin
limiti movzularina da bu bélmads yer verilmisdir.

Darsin strukturu:

a. Giris. Limit anlayis1 beynoalxalq tocriiba 6yranilmakls yeni yanasma i1o
verilmisdir.Beloki limit avvvalca real situasiyalar tizorinds arasdirilmagla adobiyyatlarda
normal torif adlanan toriflo verilmisdir.Limitin cidi torifi do doarslikdo verilmisdir.Lakin
verilon tapsiriglar formal torifi ohato edir.

b. Malumat Manbalari: Dars zamani istifado olunan dorsliklor, mévzuyla bagl testlor, veb
sohifalar va digor resurslar.

c. Tatbiqi faaliyyatlar: Sads tonliklor niimunasinds grafik hall {isuluna yer verilmasi

Qiymatlandirma: Qiymatlondirma moarhalasinds talobalorin istiraketmo foalligina,limitin
varligini miioyyonetmo,uygun qrafiklori doftarinds ¢cokmo bacariglarina goérs formativ
giymatlondirmo apartlir.

Toalim metodlari: Nozori biliyin monimsadilmasi, todgigat asasli dyrotmo , qrup isi , evristik
miisahiba, problemli-axtaris kimi miixtalif metodlar istifads edils bilar.

Dorsin miiddoti:
a. Darsin baglangicinda problem-axtaris metodu ilo tolobolorin maragini oyandirmag.



b. Yeni qaydani, ganunauygunlugu suallarin komayi ilo talobalarls birlikds tapilib
movzunun manimsanilmasi.

c. Totbigi faaliyyatlor va qrup islori ilo talobalorin fargli perspektivlords diistiinmasini tomi
etmok.

d. Qiymatlondirma marhalasinda talobalorin 6yrandiklarini va nozards tutulmus
moqsadlara necs nail olduglarini doayarlondirmak.

Tolabalarin naticalari:

m limit anlayisini basa diisdiiyiinii situasiyalar iizorinds izah edir;

m cadvallo verilmis adodi molumatlara gora ndqtads limiti miioyyon edir;

m funksiyanin verilon grafikina gora noqtada limiti toxmin edir;

m verilmis ndqtods funksiyanin giymati ilo limitin giymatini farglondirir.

m birtorafli limit anlayisini funksiyanin giymatlor cadvaling goro, grafik olaraq
izah edir;

m funksiyanin noqtods limitinin mévcud olub-olmamasini onun sag va sol limitinin giymatino
g0ra miioyyan edir.

m limitin xassalorini niimunalor tizarinds gostorir;
m limitin xassalorini totbiq edir;
m limiti hesablamanin miixtalif tisullarini totbiq edir;

m limitin totbiqi ilo real hayati situasiya masalalarini hall edir.

1. Anlayisin toqdimi. Real situasiya niimunalori (miizakirs).

Biz limit anlayigini giindalik hoyatimizda isladirik. Bir ¢ox hallarda bu har hansi 6l¢ii ilo bagli
olur. Masalan, telefon danisiq haqqinin, elektrik enerjisi vo ya tobii qaz haqqt

bitdikdo va s. “limiti qurtarib” kimi ifadslor igladilir. Lakin riyaziyyatda limit

anlayis1 bir qodor forglidir.
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2. Oyranma. Limitin giymatlar cadvalina va grafika asasan taxmin edilmasi
Dorslikda verilon aragdirma tapsirigi ilo Vo yaxud asagida verilon funksiya
tizorinds limit anlayisi izah edils bilar.

Tutaq ki, x-in giymoatlorinin 3-o yaxinlasdig halda f(x) = x? - 4x + 4 kvadrat
funksiyanin qiymatlorini aragdirmaq talob edilir. Funksiyani tam kvadrata
ayirmagqla f(x) = x? - 4x + 4 = (x - 2)? kimi yaza bilorik.

Funksiyanin grafiki topasi (2;0) néqtasinds olan paraboladir. x-in giymatlorinin
soldan vo sagdan 3-o yaxinlagdigini gostoran giymaotlor codvali qurag. Cadvaldan

goriiniir ki, x-in giymati 3-0 yaxinlagdiqca f-in qiymati 1-o yaxinlagir.

x soldan 3-a yaxin l;-ll_ < Elﬁtl“l"‘ yaxmlasir| * 4
x | 2.0 2,00 [2,099] 3 [3,001]3,01]3,1 3R Fe=-2p
Ax)10,810({0,980| 0,998 | ? |[1,002 [1,020(1,21 2
D(.\'] yaxinlagir [-a /} “.H‘\} yaxinlagir 1-a

x doyisoni 3-o yaxinlasdiqda f(x) = x? - 4x + 4 funksiyasmin qiymatlori 1-o
yaxinlagir, yoni limiti 1-o barabordir.
Bu fikirin riyazi yazilis1 iso asagidaki kimidir.

lim(x>—4x+4)=1



3. Oyranma. Funksiyanin qiymati vo limitin giymati
Biz indiys godor f(x) funksiyasinin qiymatini arqumentin verilmis x = a qiymatinds

hesablayaraq tapirdiq. Limit isa X-in giymatinin verilon a giymatins ¢ox
yaxinlagmasi ilo f-in yaxinlagdig1 qiymatin tapilmasi masalasini hall edir.
Talobalarinlorin nazarina limit anlayisinda “x yaxinlasir a” dedikdos X -in a adadins
¢ox-¢ox (istanilon gador) yaxinlasdig, lakin ola bilsin ki, ona heg vaxt barabar
olmadigi nazards tutuldugu ¢atdirilir.

-1
x-1

flx)=

funksiyasi x = 1 noqtasinds toyin olunmamisdir.
Yani, arqgument x = 1 giymatini ala bilmaz. Lakin limit X-in miioyyan
adada barabar giymatini deyil, x-in bir adads yaxinlasmasinda
funksiyanin hansi qiymats y1811dig1 haqqinda suala cavab verir. Ona
gora do funksiyanin x = 1 ndqtasinds toyin olunmadigina baxmayarag,
bu funksiyanin x —1 oldugda limiti var va 3-o barabardir. Bu belo
yazilir:

lim fix) =3 F@ =2 s

Dorslikda verilon tapsiriglar yerino yetirilir. Hesablamalar kalkulyatorla aparilir.
Limitin grafik olaraq miioyyan edilmasi tapsiriqlarinin grafiklorin sxematik olaraq
doftorda ¢okilmasi ila yerina yetirilmosi tovsiys edilir.

Miisahids yolu ilo formativ giymatlondirms aparilir.
Agar fix) funksiyasimn giymati x-in a adadina soldan yaxinlagmasi i1la har hansi
L, giymatina yaxinlagirsa, bu bela yazilir.

x—a" oldugda fix) — Livaya lim flx)=L,

dgar fix) funksiyasimn qiymati x-in a adadina sagdan 1
yaxinlagmast ila har hansi Ly giymating yaxinlagirsa, bu 3
bela yazihr:

x—a" oldugda fix) - Lavaya lim fix)=L: '

!

L
_F |
s B X

Yuxarida geyd edilan har iki yazihs birtarafli limitlor adlamir.
lim fix) =L, limiti sol imit, lim f{x) = L:limiti is2 sag limit adlanr.



Dgar ham sol limit, ham da sag limit eyni L adadina borabar olarsa, yami,

lim fix)=L va lim fix)= L olarsa, L adadina x—a olduqda fix)
funksiyasmmin limiti deyilir va lim f{x) = L kimi yazhr.

x —35 gartinda verilan  fix) =
digim aragdiraq.
Funksiyanin x—5 oldugda giyvmatlar cadvalimi tartib edak va grafikimi quraqg.

funksiyvasimn limitinin olub-olma-

x+2 x=5
—x+10x=5

X =+ 5 449 4,94 4,999 X —e 5 5,1 5,001 5,001
ix) | 6.90000 ] 6,99000 |6.99900 fx) | 490000 4,99000 k99900

Hom grafikden, hom da qiymatloer cadvalindan goriiniir
ki, x soldan 5-2 yaxinlasdiqda, yoni 5-don kicgik qalaraq
5-2 yaxinlasdigda funksiyanin sol limiti

lin;1_ fix)=7,

x sagdan 5-2, yoni 5-dan boyiik galmagla 5-2 yaxinlag-
digda funksiyanin sag limiti lim_f(x) =5 olur.

1 - =) ' I!-__u-\. e - ]

Lakin, ]in} fix)# 11'1:11 fix) oldugundan,

lim fix) hmit yoxdur.
Ken

Basga bir niimunada limitin varhiim nozardan kegirak.

x-in 4-3 yaxinlagdig sartinda fix) = —x* —2x + 2
funksiyasiin limitinin olub-olmadifim aragdirag.




Yena da bu sorts uygun giymatlar cadvali tartib edok va funksiyanin grafikini
qurag.

] ) 309 1900 T —+ 4 4.1 401 4.1

i) 541000 | 594000 |5 5940 iz 6B 1000 | ~60GH10 | 6,006

Har iki manbadan alinan malumat funksiyanim sag va sol limitinin barabar
oldugunu gostarr.

Iirg flxi=6, !'lll'hi_ fix) =6, ]i:n}_ M) = I'qun Jx) =6
Diemiali, ¥ — 4 oldugda funksivamn limiti 6-ya barabardir.
le_.l't.r} = .

Agaimidak kimi iki grafik dzarinda fikirlari imumilagdirmak olar.

x = 1 noqtesinda funksiya toyin . . i L
. .. s, Funksiyanin a noqgtasinda limiti
olunmamuisdir, lakin bu néqtada limiti
yoxdur.
var.
5 1
VA i
13.8
. L_/
5 funksiya toyin 1.5
0 i
olunmamisdir — -
/ 0 S 10
- lim f(x)=3.8]  limf(x)=1.3
-1oof 1 2 Tx X~ I x—at
lim f(x)="
X—=a

Qeyd etdiyimiz kimi, limitin giymoti haqqinda ii¢ natico ola bilar. Onlardan ikisini,
limitin olmadig1 va limitin miioyyan adada barabar oldugu hali nozardon kegirdik.
Indi iso limitin miisbat Vo ya monfi sonsuzluga borabar olmasi halini nazardon

kegirak.

YA »
j 1/x?
1/x
Ol 5

-
=Y




1/x funksiyasinin qraﬁkina nazar salsaq, onun x — 0 sartinda limitinin olmadigini

gorarik. Ciinki ]irrnl ~ =T, lirr}}_Y = —o0, bu halda limit yoxdur.

X — X —
| P .
— fiinksiyasi tigiin
2

lim 1 =40 valim L =+ yani,
x—0 ).’,2 x =07 x2

sag va sol limit + sonsuzlugdur. Demali x-in giymatlari hom soldan, ham dos sagdan
sifira yaxinlasdigca funksiyanin qiymotlori miisbat sonsuzluga yaxinlasir.

Doarslikds verilon tapsiriglar yerina yetirilir. 6-c1 tapsirigi neco yerina yetiracoklori
barads sagirdlorlo miizakirs aparilir. Tapsiriqda verilon limit sortlorini 6doyan
grafikin ¢okilmasi talab edilir. Talobalorlor fikirlorini tagdim edirlor. Masalan, verilon
noqtalari koordinat miistavisinds geyd etdikdon sonra, limitin olmadigi néqta
haqqinda diisiinmoliyik. Bu ndqtays sagdan vo soldan yaxinlasdiqda funksiyanin

giymatlori miixtalif olmalidir.

a) f(-1)=3,/(0) =—1, /(1) = 0 olmagla lim f{x) yoxdur.

Tolobolor miixtalif funksiyalarin qrafiklorini gokmakls tapsirigi yerina yetiro

bilorlor. Tapsiriq qruplarla is {igiin da alverislidir. Har qrup tizvii 6z variantini

toklif edir. Qrafiklora uygun tonliklor yazilir vo togdim edilir.

bilir, onlarin komayi ilo funksiyalarin limitlorini hesablayir.

Sabit funksiyanin va eynilik funksiyasinin limiti haqqinda xassoys iki fundamental limit do

deyilir.

limflx)=limc=c

X—a x—a

Sabitin limiti 6zlino barabardir.



Niimuna».

imsS=5, 1lim7=7

523 13

Talaba, sabit funksiya dedikds, x-in biitiin giymatlorinda eyni giymat aldigini basa diisiir vo
bunu qgrafik iizorinds izah edir. “Biz yaxinlasma noqtasini 3 deyil, 4 vo ya 5 gotiirsok, limitin
giymati doyisormi?” sualina cavab verilir.

Eynilik funksiyasinin limiti. f(X) = X vo ya y = x eynilik funksiyasi {i¢iin lim x = a Xassasi
aragdirilir. Niimunolor gostarilir. Eynilik funksiyasi arqument va funksiyanin giymatlorinin
barabar oldugu funksiyadir. Demali, x hans1 adads yaxinlasirsa, y do hamin adods yaxinlasir.

Niimuna».

Iimx=-5

]

Daha sonra, névba ilo limitin asagidaki xassolori nazardon kegirilir vo avval
nozardan kegirilmis xassa ilo birlikds totbiq edilir.
Comin, forgin, hasilin, nisbatin limitinin xassalari ¢ox shamiyyatlidir, ¢iinki bu

xassalar limiti cobri tisullarla hesablamaga imkan verir.

Comin, forqin, hasilin, nisbatin limiti

1‘_i_12j(x) =Lva anﬂl 2(x) = M, olarsa, onda:

1. Comin limiti: lim [f{x) + g(x)] = lim f{x) + lim g(x) =L + M
2. Farqin limiti: !1_1.1;1 [flx) —g(x)] = }_i_l:f{}f(x) - lr1_1_13 gx)=L-M
3. Hasilin limiti: {1_1}1{} [f(x) - g(x)] = li_)n(}j(x) : 13_12 gx)y=L-M

 flxy  mfy L
4. Nisbatin limiti: {1_1}3 @ = m: M M =0

5. Qiivvatin limiti: lim [f{x)]" = [lim f{x)]" = L,

Xiisusi halda, lim xn= g~

X—da

Limiti hesablamanin bazi tisullar1 nazardon kegirilir. Birbasa yerina

yazma, vuruqlara ayirma, radikaldan azad etms kimi tisullar nazordon kegirilir.



Niimunolori sagirdlorin nazordan kegirmasi {igiin miioyyan vaxt verils bilar, sonra
iSo miiraciat olunan sagird niimuns izahlarinin misaiyati ilo 16vhads yaza bilar.

Limiti hesablama tapsiriqlarinda talobanin giymati diizgiin hesablama bacariglarindan daha gox
limitin xassalorini gérma, totbig etmo, taqdim etms bacariglarina diqqot edilir. 7-ci tapsirigin
motninds bu bacariq xiisusi geyd edilmisdir. 10-cu tapsiriqda talobo verilon rasioanl funksiyalari
ixtisar etmoklo sadslosdirir, alinan funksiya ii¢iin toyin olunmadig1 qiymatlori geyd edir.

Limitin hesablanmasina aid tapsiriglar yerino yetirilir.

Darslikda verilmis bazi tapsiriglarin halli:

100

D.g. lim xx _‘11 —100 oldugunu bilorak:

. X0 _ 1 . 01 . w100 _ 1)2 L .
a) !9};1 7 : b) !Ln} — : ) 11_.1111 (rx——l) limitlarini

hesablayin. Har bir hesablama addimu {izorinds limitin xasalarini gostorin.
Holli:
I{]lJ 1 xIOO 1 . xI{]lJ_l i 1 1

) lim = lim (r—l)(m)—Ll =1 L1 7 10057

maxrac vur :.c.-u'- a avi gl hasilin limiti xassasi .’-‘J.’-'].':f' olunin

1=50

(an 1)(\ t?__l} LU | - 1
b) 13'3?. 1‘.15’? D 1)~ mT

stirat va maxrac evni ifadava vurulur sadalagdirilir.

= lim *— 1im I 400-%:50

x—1 x_l x—=1 an"']

hasilin limiti xassasi .-‘.1.-‘.“.-'.(,-' olunur

D.10. Hesablayin.
i) lim x> —3x-10
-2 X>+5x+6

Holli: x— -2 oldugda moxracin limiti 0 oldugundan limitin xassalarini birbasa
tatbiq emak olmaz. Ona gora avvalca, kesrin surat va maxracini vuruqlarina
ayirib, kaesri ixtisar edak. Sonra limitin xassalarini tatbiq edak.

" —3x-10 _ lim (x+2)(x-5) _ lim = 5 -2-5

ll—glz x2+5x+6 —>2(x+2)(x+3) o x+3 . 243




Cmee - R .= - - -

VI +x -1
D.11. Miixtalif tisullar totbiq edarak limitlari tapin. 12) lm}) J::

Halli:  Svvalco, V1 +x=tovaz edarak, kosri sadalasdirak. Bu halda

1 +x=1¢, x = £ — 1 oldugunu nazars alaq va avazlomani yerina yazag.
Vitex-1 1 -1 1 I
X =1 (=) (P++1)  P4+it+1 AT x2+ 3T+ x+1
e Vlax-l 1 ! =
Belalikla, fim === I W T +1 ~ A0PAT + 0 +1

= L alari
3 dand

Tatqiqat suali. Funksiyanin grafikini qurun, x —2 oldugda limitinin olub-olmadigin1 yoxlayn.

9(x) = x-2]|

Meyarlar :

1.Limiti codvals vo ya qarfike goro miiayyon edir.

2. Limitin varligin1 miioyyon edir.

. Limtin xassalorini vo limiti hesablamanin miixtalif iisullarin1 totbiq edir.

. Funksiyanin néqtads kasilmaz oldugunu miisyyon edir.

. Funksiyanin parg¢ada kosilmoz oldugunu miisyyon edir.

. Trigonometrik funksiyalarin daxil oldugu gérkemli limitlori taniyir vo totbiq edir.
. Sonsuzluqda limitin tapilamsina aid tapsiriqlart yerino yetirir.

. Rasional funksiyanin saquli vo {ifliqi asimptotlarini (varsa) tapir.

. Rasional funksiyanin limiti haqqinda teoremi tatbiq edir.

10. ©dadi ardicilligin limitinin tapilmasina aid tapsiriqlari yerino yetirir

O© 00 N O W
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